
Απαντήσεις μαθηματικών κατεύθυνσης 2021 
 

ΘΕΜΑ Α 

Α1) Σελ. 135 

Α2) Σελ.51 

Α3) Σελ. 23 

Α4) α) Σ. β)Λ. γ)Σ δ) Σ. ε)Σ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1)𝑓(𝑥 + 1) = (𝑥 + 1)𝑒)*, θέτω 𝑥 + 1 = 𝑦 

𝑓(𝑦) = 𝑦𝑒,)- 

Άρα 	

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒,)*  

B2) 𝑓/(𝑥) = 𝑒,)*(1 − 𝑥) 

𝑓/(𝑥) = 0 ⟺ 𝑥 = 1 

𝑥 −∞                          1 +∞ 

𝑓′(𝑥) + − 

𝑓(𝑥) ↗ ↘ 

 

𝛤𝜄𝛼	𝑥 = 1	𝜂	𝑓	𝜋𝛼𝜌𝜊𝜐𝜎𝜄ά𝜁𝜀𝜄	𝜊𝜆𝜄𝜅ό	𝜇έ𝛾𝜄𝜎𝜏𝜊	𝜏𝜊	𝑓(1) = 1 

B3) 𝑓/′(𝑥) = 𝑒,)*(𝑥 − 2) 

𝑓′/(𝑥) = 0 ⟺ 𝑥 = 2 



𝑥 −∞                          2 +∞ 

𝑓′′(𝑥) − + 

𝑓(𝑥) ∩ ∪ 

 

Στο	𝑥 = 2 η 𝑓 παρουσιάζει σημείο καμπής το 𝑓(2) = M
N
 

Ασύμπτωτες  

• lim
*→ST

𝑓(𝑥) = lim
*→ST

(𝑥𝑒,)*) = lim
*→ST

U *
NVWX

Y =

(𝑑𝑙ℎ) = lim
*→ST

U ,
NVWX

Y = 0 

Άρα έχει την 𝑦 = 0 οριζόντια ασύμπτωτη. 

• lim
*→)T

𝑓(𝑥) = −∞ 

Β4) i) Σύνολο τιμών  

• lim
*→)T

𝑓(𝑥) = −∞ 

• 𝑓(1) = 1 

Άρα αφού είναι γνησίως αύξουσα στο 𝛥,  

𝑓(𝛥,) = (−∞, 1] 

• lim
*→ST

𝑓(𝑥) = lim
*→ST

(𝑥𝑒,)*) = lim
*→ST

U *
NVWX

Y =

(𝑑𝑙ℎ) = lim
*→ST

U ,
NVWX

Y = 0 

• 𝑓(1) = 1 

Άρα  αφού είναι γνησίως φθίνουσα στο 𝛥M		 



𝑓(𝛥M) = (0,1] 

Οπότε 𝑓(𝛥) = 	𝑓(𝛥,) ∪ 𝑓(𝛥M) = (−∞, 1] 

ii)  

• Αν 𝜆 < 0 τότε 𝜆 ∈ 	𝑓(𝛥,) και η 𝑓 είναι αύξουσα 

άρα έχει μια ακριβώς ρίζα 

• Αν 0 < 𝜆 < 1 τότε 𝜆 ∈ 	𝑓(𝛥,)  και και	𝜆 ∈ 	𝑓(𝛥M) η 

𝑓 είναι αύξουσα στο 𝛥, φθίνουσα στο 𝛥M άρα έχει 

δυο  ακριβώς ρίζες. 

• 𝛢𝜈	𝜆 > 1		𝜏ό𝜏𝜀	𝜆 ∉ 	𝑓(𝛥,)		𝜅𝛼𝜄	𝜆 ∉ 	𝑓(𝛥M)	ά𝜌𝛼	𝛿𝜀𝜈 

έχει καμία ρίζα 

• 𝜆 = 1 είναι ακρότατο άρα έχει 1 ρίζα 

• 𝛼𝜈	𝜆 = 0		𝜏ό𝜏𝜀	𝜆 ∈ 	𝑓(𝛥,)  και 𝑓 είναι αύξουσα 

στο 𝛥,άρα  1 ρίζα. 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1) lim
*→gW

𝑓(𝑥) = 1 

lim
*→gh

𝑓(𝑥) = 1 

Άρα είναι συνεχής στο 𝑥g = 1 

• Όταν 𝑥 ≤ 0  η f είναι συνεχής ως πολυωνυμική  

• Όταν 0 < 𝑥 ≤ jk
M

  η f είναι συνεχής ως 

τριγωνομετρική 



Παραγωγισιμότητα   

• lim
*→gW

l(*))l(g)
*

= lim
*→gW

m*n)j*o)*S,),
*

= −1 

• lim
*→gh

l(*))l(g)
*

= lim
*→gh

pqr*),
*

= 0 

Άρα η 𝑓 δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0 

Γ2) i)  

• Η 𝑓είναι συνεχής στο [0, jk
M
tως τριγωνομετρική  

• Η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο U0, jk
M
Y 

• 𝑓(0) ≠ 𝑓 Ujk
M
Y 

Άρα δεν ισχύει η Τρίτη συνθήκη του θεωρήματος 

Rolle. 

ii)  όταν 𝜉 ∈ U0, jk
M
Y 

𝑓/(𝜉) = 0  

−𝜂𝜇𝜉 = 0 ⟹ 𝜉 = 𝜋 

 

Γ3) 𝑓/(𝜉) = 0	ό𝜏𝛼𝜈	𝜉 < 0 ⇒ 3𝑎𝑥M − 6𝑥 − 1 = 0 

𝛥 = 36 + 12𝛼 < 0 για κάθε 𝛼 < −3 

Εποµένως δεν υπάρχουν σηµεία της 𝑓 µε αρνητική 
τετµηµένη στα οποία η εφαπτοµένη της είναι παράλληλη 
στον άξονα x¢x. 



Γ4) αν 𝑥 ≤ 0 τότε 𝑓/(𝑥) = 3𝑎𝑥M − 6𝑥 − 1 

Δ<0 

𝑥 −∞                          0 

𝑓′(𝑥) − 

𝑓(𝑥) ↘ 

Αν 0 < 𝑥 ≤ jk
M

 

𝑓/(𝑥) = −𝜂𝜇𝑥 

𝑓/(𝑥) = 0 

𝜂𝜇𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝜋 

𝑥 0                            

𝑓′(𝑥) − + 

𝑓(𝑥) ↘ ↗ 

Συγκεντρωτικός πίνακας  

𝑥 −∞                                          

𝑓′(𝑥) − − + 

𝑓(𝑥) ↘ ↘ ↗ 

 

Στο 𝜒 = 𝜋 η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το 𝑓(𝜋) = −1 

Άρα 𝑓(𝑥) ≥ −1 για κάθε 𝑥 ∈ U−∞, jk
M
t 

3𝜋
2  π 

3𝜋
2  π 0 



ΘΕΜΑ Δ 

Δ1) 𝑙𝑛𝑥 = ,
*
⇔ 𝑙𝑛𝑥 − ,

*
= 0 

Θέτουμε 𝑘(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 − ,
*
	 , 𝑥 > 0 

𝑘:συνεχής στο [1, 𝑒] 

𝑘(1) ∙ 𝑘(𝑒) = −1 �1 −
1
𝑒� < 0 

Άρα από θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον  

𝑥g ∈ (1, 𝑒) τέτοιο ώστε 𝑘(𝑥g) = 0 

Και είναι μοναδικό αφού η 𝑘/(𝑥) = ,
*
+ ,

*o
> 0	για κάθε 

𝑥 > 0. 

Δ2) 𝑓/(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥g −
,
*
= *��(*�)),

*
 

𝑓/(𝑥) = 0 ⟹ 𝑙𝑛𝑥g −
1
𝑥 > 0 ⟹

𝑥𝑙𝑛(𝑥g) − 1
𝑥 > 0 

⟹ 𝑥 >
1

ln(𝑥g)
⟹ 𝑥 > 𝑥g 

 

 

 

 

 

 

 𝑥 

𝑓/(𝑥) 

𝑓(𝑥) 
 

0 𝑥g 
+∞ 

+ - 



 

Για 𝑥 = 𝑥g η 𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το 

 𝑓(𝑥g) =
,
*�
(𝑥g + 1) −

,
*�
− 1 = 0 

 

Δ3) Αν το 𝑥 > 0 τότε g(x)>0 και έχουμε  

𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) ⟺ 𝑥𝑒)* = U
𝑥g
𝑒
Y
*S,

	⟺ ln(𝑥𝑒)*)

= (𝑥 + 1) ln U
𝑥g
𝑒
Y ⟺ (𝑥 + 1)𝑙𝑛𝑥g − 𝑙𝑛𝑥 − 1 = 0 

𝑓(𝑥) = 0 που ισχύει για 𝑥 = 𝑥g 

Επίσης έχουμε : 

𝑔/(𝑥) = −𝑥𝑒)* + 𝑒)*  

ℎ/(𝑥) = U
𝑥g
𝑒
Y
*S,

ln U
𝑥g
𝑒
Y 

Άρα  

𝑔/(𝑥g) = −𝑥g𝑒)*� + 𝑒)*� = 𝑥g𝑒)*� U−1 +
,
*�
Y =

𝑔(𝑥g) U−1 +
,
*�
Y (1) 

ℎ/(𝑥g) = U*�
N
Y
*�S,

ln U*�
N
Y = ℎ(𝑥g)(𝑙𝑛𝑥g − 1) =

ℎ(𝑥g) U
,
*�
− 1Y(2)  

Διότι 𝑙𝑛𝑥g =
,
*�

 



Άρα από (1) και (2) ισχύει ότι ℎ(𝑥g) = 𝑔(𝑥g)	 

Και ℎ/(𝑥g) = 𝑔/(𝑥g)  

Άρα έχουν κοινή εφαπτομένη στο κοινό τους σημείο. 

Δ4) Η απόσταση ΑΒ είναι  

𝑑(𝑥) = |𝑓(𝑥) − 𝜑(𝑥)| = 𝑓(𝑥) − 𝜑(𝑥)  

Επειδή 𝑓(𝑥) > 𝜑(𝑥) 

Αν η φ(χ) είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥g τότε  

𝑑/(𝑥) = �𝑓(𝑥) − 𝜑(𝑥)�/ = 𝑓′(𝑥) − 𝜑΄(𝑥)  

  

Αφού η απόσταση είναι ελάχιστη στο 𝑥gκαι είναι 

παραγωγίσιμη στο 𝑥gαπό θεώρημα Fermat		𝑑/(𝑥g) = 0 

𝑓′(𝑥g) − 𝜑΄(𝑥g) = 	0 

Όμως 	

𝑓′(𝑥g) = 	0 αφού είναι ακρότατο για την 𝑓 

Άρα 	

𝜑΄(𝑥g) = 	0 

Επομένως το 𝑥g είναι κρίσιμο σημείο για την φ 

Αν η φ δεν είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥g τότε το 𝑥g είναι 

κρίσιμο σημείο. 

Επιμέλεια 

Ανδριοπούλου Τασιάννα - Μαθηματικός 


